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摘 要
P3 日

提出了一种离散二维_三分量理想磁流体力学守恒型方程组(MHD)的算法(NNDMHD)，

它有效地摔制r磁场散度小为零误差对动量方程组的影响，把气体动力学中计算跨音速流动

问题的有效算法 一无振荡、无自由参数(NND)格式推广应用到MHD方程组中．利用

该算法苗先对常见维和二维算例进行数值试验，得到比较好的结果，消除了问断处的非物

理振荡．然后对A阳风在子午面轴对称盔彤磁场位形中流动进行数值试验，在这个算例中，

物理量沿径向变化太，NNDMIID格式仍然能够有效地控制磁场散度离散不为零误差导致的

非物理流动这个算例的计算结果表明：在同格划分比通常情况稀4倍时，该算法仍保持很

好的计算稳定性．

关键词太阳风一磁流体力学一数值模拟

1 引言

在太阳表面、行星际窄间、磁层以及热核聚变等领域里的磁流体流动可以采用理想磁

流体力学(MHD)方程组来描述．由于MHD方程组的复杂性，数学上采用解析方法常无

能为力，这样采用数值模拟方法研究行星际空间的太阳风流动问题显得越发重要¨．_【5J

在所有MHD数值模拟方法中，尽管Hu【9』采用Euler全隐式求解MHD方程组的时变问

题，但是大部分算法离散MHD方程组采用显式格式，这是由于MHD方程组不是严格

双曲型方程组H，且有8个方程，计算时计算量和存储量很大，限制了计算流体力学中隐

式格式的应用．在MHD方程组显式的数值算法中，组合格式【仆【8J用来计算日冕物质抛

射事件． ogino【2】采用Lax_wendroff格式，Ⅵru等⋯采用Rusanov格式计算磁层问

题，为了算法稳定，这两个算法需加入人工粘性来捕捉强间断(例如MHD激波)．schmidt

和wjgman⋯采用Godunov类型的格式计算彗星中的磁流体力学问题，这个算法不需

要加入人工黏性就可以捕捉强间断． Bm和、~ruH对一维MHD黎曼问题分别采用L“一

niedrich格式、Lax—weⅡdmfr格式、Roe_类型的格式进行了比较计算、研究，他们得到的

结论是Godunov类型格式可以有效地抑制在激波和奇异点处的非物理振荡．Thaka【l“

把Brio和wu【6l的工作推广到三维，在非结构网格上采用Roe类型的格式计算磁层问

题，他同时把磁场分解成势场和非势场部分，这样可以有效地模拟等离子体在小声参数
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下(热压力和磁压力之比)的磁流体流动问题，减小数值L磁场散度不为零误差导致非物

理流动·由于丈部分GodunoV类型格式编程相当繁琐，收敛速度比较慢， Brecht等㈣

采用混合格式进行磁层计算，这个格式对宅问导数采片j非耗散的高阶差分，在激波位置处

采用Boris和Book【“J的FcT格式，保证了格式的单调性，所有这些上作对于进一步采

用其他流体力学的算法，处理MHD方程组是很有帮助的，

上面所提到的显式算法和MHD方程组的形式关系密切．有的文献㈦，㈣认为非守

恒型MHD方程组更有利于解达到平衡稳态，并能加快收敛速度，甚至会节省50％的计

算时间，同时非守恒型方程组还可以避免磁感应方程组由于数值离散时v口≠o所造

成的非物理流动_2⋯．例如文献[2l】对非守恒型方程组，采用MaccormackⅡ型差分格式

离散，计算了太阳风盔形流动，得到了很好的结果．采用守恒型MHD方程组一般计算直

角坐标系下的模型问题，数值计算实际问题的文献不多， Han等【2q，㈣采用的MHD方

程组数学形式上是守恒型的，用一直新标度每个量，使计算量的量级在全流场中变化不

大，但不是真正的物理守恒型，他在在数值上采用Lax_wendrofr格式离散，是应用比较

广的三维磁流体计算程序，通常计算i8船以外的区．域 Tanaka』”J果用守恒型方程纽，

在非结构刚格上，采用Roe类型格式，有效地计算『{鼓层问题．对于同是MHD模型的太

阳风流动也有必要采用守恒型方程组，这是因为对于太阳风扰动间断传播问题，微分方程

的占典解不存在，此时采用非守恒型方程组是不严格恰当的，而采用有限体积积分守恒型

方程组得到的数值计算公式从理论上讲严格满足．另～方面，现代流体力学的计算方法大

都采用守恒型方程组进行数值离散，特别是计算跨音速流动问题，而18鼬内太阳风流动

恰恰是跨A1f、幛n速、跨慢波速和跨快波速的流动．因此只要对强磁场问题采用有效的方

法，针对守恒型HD方程组计算方法就可以在MHD方程组获得有效的发展．

目前，NND格式㈦，㈣在跨音速计算流体中广泛采用，作者采用NND格式离散流体

动力学方程组(HD)f17J，针对1998年4—5月份太阳风暴事件背景和扰动数值试验说明了

NND格式的优越性．因此，作为进一步的工作，针对MHD方程组，本文综合了TaⅡaka㈦

思想和NND格式算法，结合太阳风问题，形成一种二维三分量算法NNDMHD、具体讲，

就是把磁场分成两部分，即势场和非势场，得到球坐标系下子午面内特殊形式的二维三分

量守恒型MHD方程组．对这个方程组，采用有限体积法进行离散，界面通量采用NND

格式计算，得到二维三分量的数值计算公式．算法数值试验以太阳风中典型的盔形流算例

为主，针对在行星际空间流场参数在径向变化数个量级，从而对算法稳定性要求高的特

点，计算沿r方向5l风的区域，来验证算法的稳定性．

2 二维三分量守恒型MHD方程组和离散格式

为了抑制数值离散时V．丑≠o误差所造成的非物理流动，Tanal【a11。】对磁场进行分

解：B=Bo+6B，B=JBI，这里Bo=B帅e，+Bopep+Bo士郇，口0=JBoI是“背景”势

场，不随时问变化，在盔形流的计算中取为初始偶极子场；6口=d且re，+雅b印+6邬8≠，

娃}=fd口f是非势场，初始值为o，随时间变化．这样Lorentz力的量级误差由o(日2)下降

为。(口×J曰)，由于开始计算时6丑=o，偶极势场下L0rentz力变为零， Lorentz力的误
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差量级由此降低，可以有效地抑制数值离散时V B≠o所造成的非物理流动，最终得到

在球坐标系(r，口)下，子午面内时变的二维三分量守恒型MHD方程组可写为

警+击导(r2F)+忑b品(sin—y)=s． (·)
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在上述方程组中， p是太阳风等离子体的密度，速度矢量“=u，e，+“口印+“女e。，其模

为u=IuI，磁感应强度矢量B=B，e，+岛e日+岛8≠，其模为B=JBf’e，，e目，84是球坐

标系下任意一点处的曲线坐标单位矢量．e是内能，定义为e=RTl／h—1)，这里T是温

度，1是定压比热与定容比热之比，R=2k／(mp+m。)，k是玻尔兹曼常数，m，为质子

质量，m。为电子质量．压力p=PR丁G是万有引力常数，旭是太阳质量．po足真
空中磁导率。 ^，南，凡是惯性离心力和科氏力矢量之和在球坐标系下不同坐标方向上的

分量．

采用有限体积法离散方程组(1)，即对包含空间任意一点(i，J)的有限体积，积分方程

组：

兰『』』uaV+』』』(嘉妄cr2F，+毒面嘉csineⅥ)ay=ⅢsaV c。，

ⅥJ K，j Ⅵ．，

其中，dy=r2 sin口drd口d≠，i是r方向网格点的标号，J为日方向网格点的标号，对(2)

式左边第二项应用Gauss公式，得到：

左边第二项=(只十l／2，，A¨l／2，j一只

K，J一1／2A；J—l／2)=FLUxt，，

其中， A¨l／2¨A。一l／2，，为在(i，J)处的有限体积在{方向界面的面积， 4¨1／2，J=

r&m(巳+l／2一毋一l／2)sin易．4”+l／2、AⅥ一1／2为在(1，j)处有限体积在J方向界面的面

积，以Ⅵ+l胆=n(心+l／2一n一1归)sin巳+l卢．界面通量冠+1／。，J等的计算采用NND格式，

例如在i方向上通量F在界面处的值为

只l／2，J=贮l／2，J+巧．1／2∥

贮l／”=贮¨+mi∞。d【(贮蒯。n，(吐Ⅵ)‰J×(耻l／2一犯1)
车l／2，，=％一IIlinmod【(％)‰，(％)‰】×(ri 1一l／2)

⋯∽沪r州k然如；
【一min(㈨㈨，z<o，y<o．

其中，(砧)‰=』当—；÷型．右偏导差分(砖)，i5ht类似．rIlinmod的两个参数不采用
增量值，析采用偏导差分，在形式上与一般文献NND格式有一些小的差别，但本质上没

有什么不同，这样做只是为了与非均匀结构网格相适应，提高精度．

在任何节点处，通量分裂为F=F+F+，F+=Q且+01u+Fo／2，F一=

0A—Q一1u+Fo／2，Fo=F—QAQ一1u，Q是F通量矩阵c=8F／a【，右特征向

量组成的矩阵卧㈦，』量是G的特征值组成的对角阵． c的特征值为

A1=O，^2=u。，A3．4=蜥土tk，A5．6=“r土"8，A7，8=嘶土"f
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其中，Alfmn波速在r方向的分量％=—；三=，慢波速
uppo

伽计妒而—磊
快波速

斤————————F2=========。

嘶=、／；嗽+”；)+、／(咳+”；)2_4咖乳

A1fv。n波速"A=_竺，声速仉=∥i丽．以+由掣，i=1，8组成的对角阵．
当e矩阵退化时，即存在完全的特征根，并不存在完全的非零特征向量与之相对成，

这时候在数值上特殊处理．

有限体积在j方向上界面通量y的计算与在i方向上界面通量F的计算相类似，不

再赘旗l
尝的离散采用Euler前差，这样可以得到显式格式，有效地减少存储量．最终的二

维差分格式为

嚼1=％+(s舀～FLux舀／K，j)×△￡t
其中， K，，=r?sin如(r⋯／2一n i／2)(巳+1／z一如一l／2)为有限体积的体积-

3 数值计算

本文选用的计算平台为Pc·586，取单精度的计算变量．

3．1 算例1

首先选用比较普遍的一维MHD方程组memann问题算例吼这是直角坐标系下的

算例，计算数学模型与算法和球坐标下MHD方程组类似，只是r角标换成。角标，口角

标换成y角标，≯角标换成z角标，源项s变为o，偏导数的几何因子例如r2和sinp置

1．日和4方向的偏导取为o．初始条件取为：

z∈fO．O．5 ∞∈f0．5．1

这里，Ⅱ。、“。和“。是速度在坐标方向上的分量，岛、岛和成是磁感应强度在每个坐
标方向的分量，其他量的意义不变．1=2．计算域划分190个网格点，迭代约200步，

￡：o．1计算停止，得到和原文献一致的结果．而原文献取800网格点，网格密度是本文

的4倍．

|虽o
o

o邢。o¨m岫坳蚍％％％船

1

O

O

0％1

0

1m‰吻蚴玩巩晚n
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图l(a)和fb)分别给出了计算密度图和速度图，从密度图可以看出接触间断前移到

约z=o．6处附近，在接触间断的左方为混合激波，包含一个慢激波和．个膨胀波，这些

计算结果和文献[6】结果一致．

图l计算密度图(a)和速度图(b)(算例1)

Fj百1 Numerical resun。fden“咿(a)atld sPeed(b)jn ex&mple l

图2热压力等值线图(上)和可=1．612处

热压力沿z方向变化图(下)(算例2)

Fig 2 countours。f pre鲴tlre(top)姐d

Pr。6Ie at可=l 612(bottom)iⅡexample 2

3．2 算例2

在二维问题中验证本文提出的方法，我们选

用比较典型的orsza分Tangl驯二维算例．这也是

直角坐标系中的模型算例，计算数学模型与算法

和3．1节的算例1处理方法类似．这个算例开始是

用来研究不可压MHD湍流演化的，后来被改进

为完全可压缩介质的情况，当做数值试验算例．

这个算倒流场演化非常复杂，并存在层流向湍流

转化现象．由于是时变算倒，初始磁场位形存在

电流，故口数不可能很小，否则物理上有可能不

真实，于是Bo取为o．用NNDMHD格式计算

这一算例可以得到很好的结果．

计算域z×F=[0，2丌1×[o，2卅，网格划分为

192×192．初始条件为：密度均匀分布P=25／9，

压力均匀分布p=5／3，定压和定容比热比，=

5／3，真空的磁导率po=l，

珏#=一sm可， uv=81nz·

毋=一si“Ⅳ，岛=8in2z

cFL(couf姐t—Frjedrichs_Lewor)数取为o，3，计算迭代790步，￡=3．1计算停止。图
2给出了热压力的等值线和热压力在v=1．612处沿z方向的变化曲线图，从等值线图中

可以看到复杂的涡结构，在曲线图中可以看到存在左右阿个间断面，对间断面的捕捉本文

算法仅用三个嗍格点，间断形状很陡，这些计算结果和文献【24】结果一致．
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3．3 算例3

算例3取为行星际空间盔形磁场位形下的太阳风流动算例，由于行星际空间径向物

理参数有大到4个数量级的变化，计算区域大，刚格尺寸不可能很密为了考察本文算

法存物理量变化人和计算网格稀疏情况下的稳定性，我们选用这个算倒．计算区域r为
l 51风，口为o。一1800网格划分为r×p=5l×38 r方向平均网格密度为l融，通常计

算网格密度取o l—o．2风，比本文网格密4倍

太阳初始磁场取为偶极场，初始太阳风流场采用P”k”给出的一维球对称多方膨胀

解【25】，多方指数取为7=1．05，其他初始参量在目面上的值取为

Po=3．75×lo一13kg／m3， 而=1 56×106K， 如=2 802km／s

磁场初始分布为

耳=掣，岛=垦笋，臃=l×lo“r
计算时，边界条件采用文献【26】中方法．计算中我们发现，虽然物理参数在行星际空

间沿着径向变化数个量级，但NNDMHD格式仍然不需加入人工黏性，计算时保持着很

好的稳定性，最终迭代到稳定的结果．迭代开始时残筐上升，迭代到一定时间之后，残差

逐渐下降，迭代7000步后，相当于110000 s，计算基本稳定，闭磁场基本打开，得到了稳

定解，

图3给出了子午面的速度分布，速度结果与文献[23J结果基本一致，速度在两极高

在赤道低．得到的解光滑、稳定，两个迭代步量值相对差值小于lo～．

图3在于午而内径向速度分布图

ng 3 Theradial 8peed di8tribution ln meridian plane

图4给出了l一51酗区域的磁场图，从图中可以看出，磁场被太阳风带出而拉伸，

接近直线的部分视为磁场基本打开，磁力线基本是径向．和文献[26]相比，本文采用很稀

疏的网格，得剑基本打开的磁力线图，而原文献采用的网格比本文密9倍，计算时间长9

倍，磁力线的计算结果仍不如图4这说明了本文算法的优越性．
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4 讨论和结论

图4子午面内磁场图

F嘻4 Magne±jc矗e】d}Ⅱme^dj叩Pl仰e

本文从空间天气数值预报的需要出发，在守恒型MHD方程组中尝试一种新的算法

一NNDMHD，为避免磁感应方程由于数值离散时V·B≠o所造成的非物理流动，将磁
场分解为势场和非势场之和，有效控制了磁场散度不为。误差对动量方程组的影响．算

法在典型一维和二维算例的数值试验表现很好的激波捕捉效果．对太阳风在盔形磁场位

形中的流动算例，针对行星际空间物理参数在径向有数个量级的变化，对算法稳定性要求

高的特点，我竹J在计算中尽可能选取大的计算域，网格尽督稀疏，以考验算法的稳定性．

奉文算法试验表明：计算方法稳定性好，并且基本解决了守恒性方程组由于数值离散时

V-日≠o误差所造成的非物理流动，因此，该算法在空间天气数值预报领域可能有进一

步应用价值．
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APPLICATIoN oF NoN—oSCILLAToRY．

NoN—FREE PARAMETER DIFFERENCE SCHEME

oN SIMULATIoN oF SoLAR WIND FLoW IN A
HELMET MAGNETIC STRUCTURE

YE Zhanyin WEI Fengsi WANG Chi

FENG Xueshang SHI Yong YAo Jiusheng

Genoer，。r却dce sc饰ceⅡnd APp‰d^e5㈣h，孤e吼l懈e A龃dem9。，scIen唧，口e咖增 100080)

Abstract

An algoritllIn caned NNDMHD for the Lwo—dimensional，three-component，e逅11t—

variable and time—d印endent 111agnetohydrodynamic(MHD)conserVatiVe equations

is proposed．It reduces Lorentz force error caused by numerical ma最netic丘eld di．

vergence’s non—zer0 ermr in a method 0f dj们diⅡg magnetic Eeld iIlto t、∞parts，a

potenti出one iIlvariant of time and a non—potenti“oⅡe varying with time．Then，

NNDMHD couId be deveIoped舶m the Non-08cillatory，Non—free par枷eter Di腩r-
ence scheme(NND)，which is very e船ctive in numerical simulation ofg瓣dynaDlical
transoIlic now．

At 6rst，numerical tests on NNDMHD are carried out on a typical one_dimen_

sional Riemann case and a tw沪dime璐ional orszag_TaⅡg example． The good nu—

meric缸resuJts agree谢th th08e of references and exhjbit no non—pbysical 08cillation

near dlsconLinuitie8．Then，example of solar wind丑ow in a helInet magnetic髓Id
structure being a柚8y咖etric in meridian plane is taken fbr NNDMHD numericd
test．In this exaⅡlpk，although physical variables vary in a large scak(~10一4)in

rad试direction、NNDMHD caJl 8tm reduce L0rentz fbrce error caused by nurnerical

magnetic矗eld divergence’s non—zero error． The numerical result in thi8 example

shaws that：althou曲the盯id mesh is coarser fbllr恤ne8 than that of usual one，
NNDMHD can stil工keep stable in computation for丘nal steady state re8tllt．

Key words Solar wind，Magnetohydrodynamic，Numerical 8iⅡlulati0Ⅱ
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