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摘   要   圆形限制性三体问题共线平动点附近的平动点轨道由于其独特的动力学特性, 在深空探测任务中有着重

要价值, 这些轨道间的轨道转移问题值得进行系统性研究. 针对平动点轨道的计算与延拓, 提出了一种基于数值的

系统性计算平动点轨道的方法以及状态伴随法的轨道稳定维持策略. 在此基础上, 通过对大量平动点轨道不变流

形以及平动点相空间中心流形的研究, 设计了一套通过脉冲机动实现平动点轨道间轨道转移的系统性解决方案.

该方法充分利用平动点动力学特性, 在仿真验证中证实了方案的有效性, 为平动点轨道转移研究提供了新的思路.
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Abstract    The  Circular  Restricted  Three-body  Problem (CR3BP)  exhibits  highly  complex  nonlinear
dynamical characteristics in the vicinity of its libration points. The various periodic and quasi-periodic
orbits within this region hold significant value for increasingly complex deep space exploration missions,
offering more possibilities and flexibility in the design and control of mission trajectories. The issue of or-
bit transfers between these libration points warrants systematic investigation. To compute orbits around
libration points, a numerical computation method based on escape time is proposed, enabling the unified
calculation of various quasi-periodic orbits across a broad range of energy levels. Based on the manifold
configuration of libration point orbit state points, a universal orbit maintenance strategy called state-ad-
joint techniques is proposed, yielding schemes that can sustain long-term stable operation of various li-
bration point orbits. Building on extensive studies of invariant manifolds and Poincaré sections associat-
ed  with  numerous  libration  point  orbits,  a  comprehensive  solution  has  been  designed  to  enable  orbit
transfers between libration points through pulse maneuvers. This method fully leverages the dynamical
features of libration points and has been proven effective through simulation validation, offering new in-
sights for research on libration point orbit transfers.
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 0　引言

平动点附近的空间区域具有弱稳定性, 不同初始

状态的航天器将进入不同运动形式的轨道, 若条件适

宜则可进行周期运动或拟周期运动, 相应轨道称为平

面 Lyapunov轨道、空间 Halo轨道、Quasi-Halo轨

道和 Lissajous轨道, 这些轨道所具有的独特位置优

势和丰富的动力学特性, 使其在深空探测任务中占据

着重要的地位[1]. 由于动力学模型双曲分量的不稳定

性, 对轨道初始状态进行直接数值积分通常会导致指

数级发散[2]. 根据平动点区域独特的动力学特性系统

地生成与扩展平动点轨道, 并且在此基础上设计全新

的平动点轨道间的转移方案, 为深空探测任务设计提

供更多的灵活性与可能性.

目前通常将轨道转移问题转换为最优控制问题,

需要进行多次机动, 通过转移轨道实现轨道间的转

移. 圆形限制性三体问题动力学模型中平动点轨道具

有强非线性和不稳定性, 很难获得转移轨道的精确解

析解, 因此通常采用数值方法解决, 主要分为直接法

和间接法[3,4]. 直接法通常将状态变量和控制变量离散

化, 利用配点技术将求解问题转化为高维非线性规划

问题[5]. 直接法收敛半径大、鲁棒性好, 但是求解难度

大, 无法保证最优性. 直接法求解方法主要有配点

法[6–8]、函数逼近法[9] 和伪谱法[10,11]. 间接法通过推导

一阶最优必要条件, 将求解问题转化为两点边值问

题. 间接法求解精度高, 可以保证得到最优解但是收

敛半径小[12]. 间接法常用求解方法有打靶法[13,14]、类

Newton法[15] 和随机优化方法[16] 等.

Zhibo等[12] 提出一种高精度辛方法和优化技术,

解决最小能量的低推力轨道转移问题. Zhou[17] 等针

对三体问题中共线平动点附近的小推力轨道转移问

题, 提出一种新的间接法求解方法, 将轨道转移问题

转化为两点边值问题, 并利用微分修正原理设计一种

新的求解器进行求解. 该方法在短时间的轨道转移中

具有较强的鲁棒性, 但是当转移时间变长时, 系统非

线性影响变大, 微分修正最终将出现难以收敛的问

题. Santos 等[18] 针对绕月停泊轨道至地月系统 L2 点

的轨道转移问题, 根据 L2 点不变流形提出优化问题,

通过非线性规划的方法找到最优的轨道转移方案. 该

方案利用了平动点区域的动力学特性, 能够有效降低

能量消耗.

本文通过对平动点区域动力学特性的深入研究,

提出一种系统计算平动点轨道的算法, 在此基础上对

平动点轨道间的转移问题进行系统研究, 基于平动点

轨道独特的动力学特性, 提出一种通过脉冲机动实现

轨道转移的方案.

 1　平动点轨道系统性计算

在旋转坐标系中, 圆形限制性三体问题动力学方

程的无量纲化方程可以写为如下一阶形式:

dx
dt

= ẋ,
dy
dt

= ẏ;

dz
dt

= ż,
dẋ
dt

= 2ẏ +
∂Ω

∂x
;

dẏ
dt

= −2ẋ+
∂Ω

∂y
,
dż
dt

=
∂Ω

∂z
.

(1)

式中, Ω为等效势能函数, μ 为两主天体的质量比常

数, 有

Ω =
1

2
(x2 + y2) +

1− µ

r1
+

µ

r2
, (2)

r1 =

√
(x+ µ)

2
+ y2 + z2,

r2 =

√
(x− 1 + µ)

2
+ y2 + z2.

(3)

对共线平动点附近的平动点轨道进行研究, 首先

需要对平动点附近区域的边界给出定义, 该边界需要

将平动点附近的轨道包含在内. 在低能量条件下, 可

以使用位于平面李雅普诺夫轨道两侧的两个平面以

及零速度曲面的一部分作为边界[19]. 但是当能量水平

增大、零速度曲面收缩, 平面李雅普诺夫轨道进一步

变形时, 上述边界就不能适用[20]. 通过对中心流形的

解析计算和数值仿真发现, 在低能量情况下, 中心流

形近乎为旋转对称, 共线平动点附近的轨道均位于平

面李雅普诺夫轨道绕 x 轴旋转后形成的三维空间内,

可以将该能量水平下平面李雅普诺夫轨道绕 x 轴旋

转而成的空间体作为平动点区域的边界, 如图 1(a)

所示. 当能量提高时, 中心流形的旋转对称性会被逐

渐破坏掉, 原来同能量水平下的平面李雅普诺夫轨道

作为边界不再适用, 需要适当扩大平动点边界. 通过

对平面李雅普诺夫轨道族仿真计算发现, 平面李雅普

诺夫低能量轨道完全包含在高能量轨道之中 , 如

图 1(b)所示, 可以选择更高能量水平下的平面李雅

普诺夫轨道作为平动点边界. 根据平动点区域的定
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义, 在平动点周围的三维空间中, 即平动点区域内任

意一点均可以作为初始点生成平动点轨道. 大量仿真

实验表明, 平动点区域的所有轨道都会与 xy 平面相

交. 对于平动点轨道的状态初值, 可以分为位置量以

及速度量, 为提高平动点轨道的计算效率, 可将 xy 平

面李雅普诺夫轨道包含的区域作为轨道位置初值的

选取范围.

∆C

C −∆C

(xn, yn)

在具体的计算中, 假定在雅可比能量为 C 的条件

下对平动点轨道进行研究, 引入一个小的冗余量 ,

则平动点轨道的初始位置需要从雅可比能量为

的平面李雅普诺夫轨道内选取. 在平面李雅

普诺夫轨道上均匀地选取一系列点 , 以对应

平动点作为坐标系原点, 将这些点转化为极坐标形

式, 有 [
θn

rn

]
=

 arctan ((xn − xL)/yn)√
(xn − xL)

2
+ y2

n

 . (4)

(rn, θn)

xL

式中,  为李雅普诺夫轨道上采样点从会合坐标

系转换到极坐标系后对应的极坐标,  为对应平动点

θn rn

在圆形限制性三体问题会合坐标系中的 x 轴坐标,

将 作为函数值 的自变量, 可以得到一个插值函

数, 即
rint (θ) . (5)

绕 x 轴旋转得到平动点区域边界, 有∑
(x, y, z) =

√
(x− xL)

2
+ y2 + z2−

rint

arccos
 x− xL√

(x− xL)
2
+ y2 + z2

 . (6)

进而可以得到一个判定函数, 即

I (x, y, z) =

 1,
∑

(x, y, z) > 0;

0,
∑

(x, y, z) ⩽ 0.
(7)

当 Ι(x,y,z)=0时 , 代表空间中的该点位于规定的平

动点区域内; 当 Ι(x, y, z)=1时, 代表空间中对应点处

于平动点区域之外.

在给定雅可比能量的前提下, 共线平动点区域的

中心流形构成四维相空间, 为了简化运算, 降低计算

的维度, 将平动点轨道的初始状态写为如下形式:

(x0, y0, z0, v sinα cosβ, v sinα sinβ, v cosα) . (8)

(x0, y0, z0)式中,  为平动点轨道的初值位置量, 用球坐

标的方式表示平动点轨道初始速度状态量, α和 β为

代表初值速度矢量的球面坐标自由变量, 决定初始速

度的方向; v 为表示速度大小的标量.

选取一个初始状态, 在时间上进行正向数值积分

生成平动点轨道, 获得对应的轨道轨迹. 这时轨道会

出现两种情况: 通过平动点边界离开平动点区域; 停

留在平动点区域内, 即代表轨道在平动点区域内稳定

运行, 位于稳定流形上.

Tmax

Tmax

z = 0

在实际仿真过程中, 定义一个最大积分时间 .

选取一个初始状态, 在积分 时间后如果轨道仍然

停留在平动点区域内, 即可认为该初始状态对应的轨

道在平动点区域稳定运行, 且位于平动点轨道的稳定

流形上; 为了保证参数更加接近稳定流形, 一般情况

下, 最大积分时间需大于轨道两次正向穿过 平

面所需时间的两倍. 为了寻找合适的初始状态, 定义

一个轨道状态函数

ϕ+
x0,y0,z0,c0

(α, β) =I [x (tf) , y (tf) , z (tf)] ·
(Tmax − tf) (9)

tf式中,  表示从初始状态开始积分的总时间, 直至不
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图 1    地月系统平动点区域

Fig. 1    Translation point area of Earth-Moon system
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再满足下面两个条件中的一个为止, 即{
I (x (t) , y (t) , z (t)) = 0;

t ⩽ Tmax.
(10)

ϕ+ = 0 ϕ+

ϕ+ = 0

由轨道状态函数可以看出, 当初始状态对应的轨

道能够在平动点区域中稳定运行时 ;  的值

越大表明轨道逃离平动点区域的速度越快. 在此将

时得到的关系曲线称为稳定流形.

(α, β)

对于任意一个初始状态, 首先确定初始的位置

量, 为了找到平动点轨道, 需要确定两个自由变量

的值. 在圆形限制性三体问题中, 中心流形可以

视为稳定与不稳定双曲流形的交集, 因此在时间上进

行负向积分, 得到如下不稳定流形的轨道状态函数:

ϕ−
x0,y0,z0,c0

(α, β) =I
[
x
(
t−f
)
,−y

(
t−f
)
, z

(
t−f
)]

·(
−Tmax − t−f

)
. (11)

t−f

ϕ− = 0

式中,  表示负向积分时间, 直至不再满足式 (10)条

件中的一个为止. 同理将 时得到的关系曲线称

为不稳定流形.

µ = 0.01215

C = 3.15 C0 = 3.10 Tmax =

8 L1

仿真取 , 假设平动点区域雅可比能

量 , 作为边界的雅可比能量 , 

, 对 点附近的轨道进行研究.

(x0, y0, z0) = (0.84, 0.02, 0)

(α, β)

取 , 得到的稳定流形

与不稳定流形如图 2所示, 图 2中实线代表稳定流

形, 虚线代表不稳定流形. 稳定流形与不稳定流形的

交点即为平动点轨道初值对应的参数, 通过对交点的

求解可以得到自由变量 的值, 即

{
ϕ+
x0,y0,z0,c0

(α, β) = 0;

ϕ−
x0,y0,z0,c0

(α, β) = 0.
(12)

(α, β)对方程组式 (12)求解即可得到 的值, 进而

可以得到平动点轨道的初始状态.

z = 0

由于共线平动点附近区域的不稳定性, 会导致数

值计算过程中的误差以指数形式放大. 由上述方法找

到的平动点轨道初值生成的平动点轨道只能在平动

点区域停留一定的时间, 而只有能够长期停留在平动

点区域的轨道才能作为可用的拟周期轨道. 因此, 这

里采用固定位置的方法对平动点轨道状态进行修正,

消除轨道偏差状态的不稳定分量, 当轨道正向穿过

平面的时刻对轨道进行校正, 维持拟周期轨道

的稳定运行.

采用状态伴随的方法对平动点轨道的状态量进

行校正, 以实现平动点轨道的延伸. 状态伴随法的核

心是在轨道校正时刻引入一个微小的扰动, 加入扰动

后的伴随状态量和校正点状态量连线与该点稳定流

形的交点即为校正后的轨道状态; 同时, 对于校正后

的状态量同样加入扰动后参与动力学方程积分, 得到

后续校正点的伴随状态. 具体计算步骤如下.

L(x,y,z) L(x,y,z)

步骤 1　为简化计算, 以待校正点状态量的速度

矢量作为 z 轴, 对应平动点作为坐标原点引入一个新

的局部坐标系 . 从局部坐标系 到会合坐

标系的旋转变换矩阵为M, 有

M =



|v| v2
y + v2

xvz

|v|
(
v2
x + v2

y

) −vxvy (|v| − vz)

|v|
(
v2
x + v2

y

) vx
|v|

−vxvy (|v| − vz)

|v|
(
v2
x + v2

y

) |v| v2
x + v2

yvz

|v|
(
v2
x + v2

y

) vy
|v|

− vx
|v|

− vy
|v|

vz
|v|


.

(13)

|v|式中 为速度矢量的范数, 有

|v| =
√

v2
x + v2

y + v2
z . (14)

L(x,y,z)这样, 在 坐标系中状态点的稳定流形可以表

示为

ϕ+
c0
(x, y, z, vx, vy, vz) = 0. (15)

L(x,y,z)

y = 0

步骤 2　对初始状态的速度量进行初步校正, 将

状态量从会合坐标系转换到 坐标系中, 假设待

校正时刻的状态量为 ζ, 在此时刻加入一个极其微小

的扰动, 使加入扰动后状态量的速度矢量在 平

面上, 则该状态量 ξ为初始的伴随状态量, 有
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4
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β

图 2    稳定流形 (实线)与不稳定流形 (虚线)曲线

Fig. 2    Stable (solid line) and unstable (dotted line)

manifold plots
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ζ = (x, y, z, vx, vy, vz) ; (16)

ξ =

(
x, y, z, δ, 0,

√
|v|2 − δ2

)
. (17)

L(x,y,z)步骤 3　在 坐标系中, 计算 ζ的稳定流形.

而 ζ与 ξ确定的矢量与稳定流形的交点就是进行初步

校正后的轨道状态. 同时, 可以确定轨道校正量的方

向和 ζ与 ξ确定的矢量同向, 并得到轨道校正量的大

小 k.

步骤 4　在初步校正后的轨道状态处加入一个

和 ζ与 ξ确定的矢量方向相同、大小为 δ的微小扰动,

作为下一次校正的伴随状态量的积分初值.

z = 0

L(x,y,z)

步骤 5　将初步校正后的状态量与伴随状态量的

积分初值转换到会合坐标系中, 分别带入动力学方程

进行积分, 当轨道正向穿过 平面时, 得到下一次

校正的初始状态量与伴随状态量, 最后将其转换到

坐标系中, 得到 ζ与 ξ.

步骤 6　重复步骤 3～5.

通过上述对平动点轨道初值的寻找方法以及状

态伴随法, 维持平动点轨道的稳定运行, 最终可以得

到长期稳定运行的平动点轨道.

对地月系统 L1 点附近的平动点轨道进行仿真,

将图 2中曲线交点所对应的轨道初始状态积分 30个

无量纲时间 (约 130天)得到平动点轨道空间图以及

校正 k 值, 如图 3和表 1所示.

通过仿真分析发现, 使用状态伴随法只需多次对

轨道进行微小的校正即可保证平动点轨道在平动点

区域内稳定运行. 同样, 该方法在普遍的平动点轨道

生成以及稳定维持中均有比较好的效果.

 2　平动点轨道不变流形分析

不变流形是线性系统中分离度概念的高维推广,

适用于非线性系统[8]. 上文求解平动点轨道初始状态

过程中, 根据稳定流形与不稳定流形的参数图可以发

现, 稳定流形与不稳定流形有 2个交点, 即空间中同

一位置点可以出现 2个不同的初始状态解.

z = 0

(α, β)

首先对 平面上的点进行研究, 在平面李雅

普诺夫轨道的不同位置取 2个数据点, 根据上文方法

得到如图 4所示的稳定流形与不稳定流形 参数.

z = 0

(α1, β1) , (α2, β2)

考虑到角参数的周期性 , 从图 4中可以发现 ,

平面上一个点的稳定与不稳定流形参数图存在

2个不同的交点, 也就是说在这些点处存在两条不同

的平动点轨道. 进一步计算后可以发现: 选取的数据

点越靠近平动点边界, 两个解的数值越相近, 即越靠

近 π/2, 最终两个解相等; 此外对于同一个点的两个

解 , 有{
α1 + α2 = π,

β1 = β2.
(18)

对图 4(b)参数图交点求解后得到该点的两个解,

仿真积分 40个无量纲时间 (约 174天)得到该点对应

的两条平动点轨道, 如图 5所示. 根据角度关系以及

仿真图可以发现, 两个解对应的初始状态产生的平动
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图 3    平动点轨道三维空间仿真

Fig. 3    Three-dimensional spatial diagram of LPO
 

 

表 1    平动点轨道初始状态与校正 k值
Table 1    Initial state of the translational point

track with corrected k-value

初始状态
(x0, y0, z0, α, β)=(0.84, 0.02, 0, 2.92, 1.17)

δ=0.00005

校正次数 k 校正次数 k

1 –1.017×10–10 8 –4.62×10–11

2 –3.447×10–9 9 1.142×10–7

3 1.783×10–7 10 –2.903×10–6

4 –4.545×10–9 11 3.615×10–11

5 2.158×10–7 12 –8.679×10–8

6 4.728×10–8 13 2.455×10–6

7 –1.281×10–6 14 1.988×10–8
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z = 0点轨道关于 平面严格对称, 轨道运行方向相反,

这也进一步揭示了圆形限制性三体问题平动点区域

动力学上的对称性.

z = 0

(α, β)

扩展到平动点区域三维空间中更广泛的点, 考虑

到圆形限制性三体问题模型的对称性, 在空间中不同

位置取 2组关于 平面对称的数据点, 同样可以

绘制一系列如图 6所示的 图.

z = 0

(α1, β1) , (α2, β2)

z = 0 (α3, β3) , (α4, β4)

从图 6中可以看出,  平面外空间中平动点

区域的一个点的不变流形同样存在两个交点, 即此区

域的每个位置点均存在 2条平动点轨道. 通过进一步

验证发现, 同一个点的 2个参数解 与

该点关于 对称的点的 2个解 之

间关系为 
α1 + α3 = π,
α2 + α4 = π,
β1 = β4,
β2 = β3.

(19)

对图 6(a)(b)参数图交点求解后得到对应的数值

解, 仿真积分 30个无量纲时间 (约 130天)得到 2个
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z = 0

对称点对应的 4条平动点轨道, 如图 7所示. 从图 7

可以看出, 虽然同一个点生成的 2条平动点轨道不再

具有对称性, 但是这 2条轨道与该点关于 平面

对称点产生的 2条轨道一一对称. 此外, 轨道仿真结

果与参数求解的发现相符, 这同样体现了动力学模型

的对称性.

 3　平动点轨道的轨道转移

中心流形是平动点区域轨道的集合, 包含了平动

点区域所有类型的轨道, 即各类周期轨道和拟周期轨

道, 平动点区域的混沌轨道也包含在内. 因此, 中心流

形是相空间一个稳定的子集, 位于中心流形上的轨道

状态随时间积分后始终位于平动点附近的有界区域内.

研究非线性系统时, 利用庞加莱截面法可以有效

降低非线性系统分析的难度, 进而降低系统的维数,

将系统的连续轨线转换为离散的点, 直观反映系统的

内部结构[21]. 基于第 2节中对不变流形的研究结果, 可

以利用庞加莱截面对平动点轨道进行更深入的研究.

z = 0

在平面李雅普诺夫轨道内选取若干点作为初始

位置, 根据上文方法计算积分初值, 通过积分得到一

系列可以长期运行的平动点轨道. 选取 平面, 每

当轨道穿过该平面时记录下此刻的轨道状态, 绘制庞

加莱截面. 经过 600个无量纲时间 (约 7年), 得到如

图 8所示的庞加莱截面.

z = i同理, 选取 平面作为庞加莱截面, 考虑到平

动点轨道的对称性, 这里 i 的值取正数, 在平面李雅

普诺夫轨道内 x=0.855上均匀选取 20个点积分
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1200个无量纲时间 (约 14年), 得到如图 9所示庞加

莱截面.

x = 0

图中不同的闭合曲线代表空间中不同的平动点

轨道, 通过庞加莱截面图可以发现, 每条平动点轨道

所代表的截面关于 对称. 当 i=0时, 各轨道的庞

加莱截面互不相交, 并且由于对称性, 每条曲线代表

关于 z=0平面对称的 2条轨道; 而当庞加莱截面 i 值

增大时, 平动点轨道的截面开始逐渐扭曲并相互间产

生交点, 这意味着平动点轨道在此处发生了交会, 利

用这些交点可以实现轨道间的转移.

根据上述结论, 平动点轨道转移的具体算法步骤

如下.

(1)绘制两条轨道的庞加莱截面, 轨道积分时间

需要足够长以得到更多的数据点并确保两条轨道的

截面图相交, 由于需要尽可能降低轨道转移的能量消

耗, 选取的截面需更加靠近平动点区域边界.
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(2)基于大量数据点使用插值的方法可以对曲线

进行很好地拟合, 对两条平动点轨道的截面进行插值

处理, 得到轨道完整的庞加莱截面.

(3)选取更靠近平动点边界的交点作为轨道转移

点, 并求解该交点的数值.

(4)求解该交点处完整的轨道状态, 为方便计算可

以求解该位置点处稳定流形与不稳定流形的两个交

点, 所求得的两个交点便是轨道转移前后的轨道状态.

进一步分析, 基于大量庞加莱截面图, 可以选取

一系列中间轨道, 使轨道庞加莱截面图在截面上连接

起来, 通过多次轨道变换实现轨道转移.

图 10给出了李萨如轨道通过单次机动切入目标

轨道的轨道转移案例.

图 10(a)中进行轨道转移所需无量纲 Δv 为

86.6727 m⋅s–1, 图 10(b)中进行轨道转移所需无量纲

Δv 为 190.659 m⋅s–1, 由于图 10(a)中的轨道转移点更

靠近平动点区域边界, 轨道转移所需能量更低.

以不同族的 quasihalo之间的轨道转移为例进行

仿真研究. 在恒定雅可比能量条件下, 根据上文的计

算方法, 得到 quasihalo如图 11所示, 两轨道 a, b初

始状态参数分别为:
(xa, ya, za) = (0.8535, 0.07553, 0) ;

(αa, βa) = (2.6874, 5.8399) ;

(xb, yb, zb) = (0.8438, 0.07431, 0) ;

(αb, βb) = (0.5935, 0.6498) .

(20)

选取 z=0.0097平面为截面, 对两轨道积分 2400

个无量纲时间得到庞加莱截面, 如图 12(a)所示; 对

交点附近的点进行插值, 得到插值函数如图 12(b)所

示, 进而求得交点坐标 (x, y) = (0.84894, 0.076104).

因此 (0.84894, 0.076104, 0.0097)为轨道转移点,

求解该点稳定流形与不稳定流形参数图交点, 最后得

到从轨道 b到轨道 a的轨道转移方案 (见图 13), 图 13

中标点为轨道转移点, 箭头代表转移前后的轨道速度

变化情况. 轨道转移点速度状态的数值变化如下:{
(v, α1, β1) = (0.122, 6.776, 0.174) ;

(v, α2, β2) = (0.122, 3.597, 3.409) .
(21)

考虑到庞加莱截面的对称性 , 该转移点关于

x=0平面的对称点同样可以作为轨道转移点.

庞加莱截面上丰富的交点为轨道转移方案提供

了更多灵活性. 通过对不同庞加莱截面的仿真分析发

现, 当 z 值增大时, 李萨如轨道会与大量平动点轨道

相交, 这样轨道转移点更加靠近平动点区域边界, 进

行轨道转移所消耗的能量更低. 对于轨道 b向轨道

a的轨道转移, 可以选取一条李萨如轨道 c作为过渡

轨道实现轨道转移, 降低单次轨道机动的能量消耗,

即轨道 b先切入轨道 c再从轨道 c切入轨道 a. 轨道

c初值如下:{
(xc, yc, zc) = (0.8424, 0.0412, 0);

(αc, βc) = (0.2644, 0.7508),
(22)

与前文相同, 分别给出轨道 a、轨道 c和轨道 b,
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轨道 c的庞加莱截面如图 14所示, 然后对数据点进

行插值处理并求取交点坐标.

通过插值后可以求得轨道 a与轨道 c之间的交

点 m=(0.8302, 0.0470, 0.0488); 轨道 b与轨道 c之间
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的交点 n=(0.8653, 0.0312, 0.049). 进一步可以计算

在两轨道转移点进行轨道转移速度量的变化 , 如

图 15所示.

最终实现了轨道 b经过 n 点到轨道 c并最终在

n 点转移到轨道 a的轨道转移, 如图 16所示. 此外,

两点关于 x=0平面的对称点同样可以作为轨道转移

点, 以形成更多的轨道转移策略.

对两条不同族 quasihalo轨道 a和 b的轨道转移

方法仿真结果分析发现: 方法 1直接从轨道 b通过单

次机动转移到轨道 a所需的 Δv 为 223.222 m⋅s–1; 方

法 2通过寻找中间轨道的方法进行轨道转移的过程

中在 m 点机动所需的 Δv 为 132.843 m⋅s–1, 在 n 点机

动所需的 Δv 为 153.106 m⋅s–1. 使用方法 2进行轨道

转移总的能量消耗会高于方法 1, 但是方法 2两次轨

道转移中单次轨道转移所需能量远低于方法 1单次

转移的能量消耗. 这是由于方法 2的轨道转移点更加

靠近平动点区域边界, 当转移点越靠近平动点区域边

界, 稳定流形与不稳定流形的两个解越接近, 轨道转

移所需能量相对越低.

目前对于同一平动点区域轨道转移研究往往局

限于诸如晕轨道的周期轨道间小推力轨道转移. 文

献 [15]在 3.08的雅可比能量水平下对地月系统 L2 点

南北晕轨道间小推力轨道转移问题进行研究, 使用本

文提出的轨道转移算法对文献 [15]中晕轨道的轨道

转移方案进行仿真分析 , 得到的轨道转移方案如

图 17所示.

图 17(a)为文献 [15]轨道转移方案; 图 17(b)为

直接切入目标轨道的直接转移方案, 轨道转移点为

(1.0773, 0.1214, 0); 图 17(c)为借助李萨如轨道作为

中间轨道的间接转移方案, 轨道转移点分别为 (1.1420,

–0.0766, 0.12), (1.0647, –0.0804, 0.046). 换算得到进

行轨道转移的能量消耗与转移时间见表 2.

表 2中直接转移为单脉冲机动转移, 机动次数为

1; 由于引入一条中间轨道进行间接转移, 间接转移机

动次数为 2, 其中第一次机动所需 Δv 为 196.264 m⋅s–1,

第二次机动所需 Δv 为 373.544 m⋅s–1. 可以发现, 相比

文献 [15]的算法, 在轨道转移过程中直接转移节约

了 61.017 m⋅s–1 的 Δv; 间接转移的转移时间缩短了

18.19 d, 虽然轨道转移所需速度脉冲总量高于文献数

据, 但是极大降低了单次机动所需速度脉冲.

当轨道转移前后系统的能量水平发生变化时本
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图 15    轨道转移速度量变化

Fig. 15    Speed varies of orbit transfer
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文轨道转移算法依然有效 , 文献 [17]对地月系统

L1 点雅可比能量为 3.14的晕轨道到雅可比能量为

3.1的同族晕轨道的轨道转移进行研究, 使用本文提

出的轨道转移算法对文献 [17]中同族晕轨道的轨道

转移问题进行仿真分析, 由于两条晕轨道在空间中并

不相交, 因此需要借助李萨如轨道作为中间轨道进行

间接转移, 得到轨道转移方案如图 18所示.

图 18(a)为文献 [17]的轨道转移方案; 图 18(b)
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图 17    地月系统 L2 点南北晕轨道转移

Fig. 17    Orbital transfer between the north-halo and

south-halo orbits at L2 points of the Earth-Moon system
 

 

表 2    南北晕轨道转移参数

Table 2    Orbital transfer parameter between
the north-halo and south-halo orbits

转移参数 转移时间/d 总Δv /(m⋅s–1)

文献数据 39.06 488.342

直接转移 0 427.325

间接转移 20.87 569.808
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图 18    地月系统 L1 点同族晕轨道转移

Fig. 18    Orbital transfer between the halo orbital

family at L1 points of the Earth-Moon system
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为借助李萨如轨道作为中间轨道的间接转移方案, 轨

道转移点分别为 (0.8358,  0.0638,  0.0458),  (0.8398,

0.0727, 0.08). 换算得到进行轨道转移的能量消耗与

转移时间见表 3.

表 3中由于引入一条中间轨道进行间接转移, 间

接转移机动次数为 2, 其中第一次机动所需 Δv 为

253.546 m⋅s–1, 第二次机动所需 Δv 为 292.353 m⋅s–1.

可以发现 , 相比文献 [17]的算法 , 间接转移节约了

336.867 m⋅s–1 的 Δv, 由于间接转移过程中航天器需

要在中间轨道上运行一段时间, 完成轨道转移所需时

间高于文献数据.

拟晕轨道和晕轨道具有相似的几何特征, 晕轨道

能够完成的任务拟晕轨道同样可以完成 , 以文

献 [15]的轨道转移为例, 使用本文算法可以寻找同族

的拟晕轨道近似替换目标轨道, 得到的轨道转移方案

如图 19所示.

图 19中进行直接转移的机动次数为 1, 轨道转

移点为  (1.0917, 0.1307,  0.035),  实现轨道转移所

需 Δv 为 388.189 m⋅s–1, 相比文献 [15]节约的 Δv 为

100.135 m⋅s–1, 相比图 17中直接转移节约 39.136 m⋅s–1

的 Δv, 与间接转移第二次机动所需 Δv 相近, 可以发

现转移到拟晕轨道的近似转移能够有效降低能量

消耗.

 4　结论

本文使用数值计算方法, 利用平动点动力学双曲

部分相关稳定流形与不稳定流形分离性质, 在定义平

动点区域后, 设计一个轨道状态函数以确定平动点轨

道的初始状态. 通过状态伴随的方法维持并拓展了平

动点轨道. 在地月系统 L1 点运用上述算法进行仿真

计算, 结果证明该方法可以系统地处理各类平动点轨

道, 并有很好的鲁棒性. 在此基础上通过对不变流形

的研究, 给出同一平动点区域内通过脉冲机动实现平

动点轨道间轨道转移的方法. 选取不同的庞加莱截

面, 根据平动点轨道在庞加莱截面上的交点得到空间

中的状态转移点以实现轨道转移. 使用该策略对平动

点拟周期轨道间的轨道转移进行仿真计算, 结果表明

此方法可以准确找到进行轨道转移的位置点, 确定轨

道转移前后的状态变化. 此外, 相对于传统平动点区

域轨道的轨道转移算法, 本文轨道转移方案将拟周期

轨道纳入考虑, 具有更强的灵活性并且可以有效降低

轨道转移的能量消耗.

本文的轨道转移方法仅利用了平动点区域位置

点稳定与不稳定流形的交点, 未进一步利用流形的性

质, 在未来的研究中将充分发掘稳定与不稳定流形的

动力学特性, 设计性能更优异的轨道转移方法.
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