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摘   要   全球主磁场模型描述了主磁场的时空分布特征。模型的主磁场阶数是构建主磁场模型的关键问题之

一。使用贝叶斯推理分析全球主磁场模型，依据贝叶斯证据比较模型阶数，为主磁场的阶数分析提供一种统计依

据。利用 Swarm卫星磁测数据，估计不同阶数的主磁场模型的证据。结果表明，在 1～20的模型阶数中，阶数

N = 12具有全局最佳证据。参照 Jefrrey’s scale的阈值区间，数据对阶数 N = 12的偏好显著优于其他阶数。实

验表明，主磁场阶数的证据推理可用于研究主磁场贡献，结果与 14阶球谐函数的功率谱分析相匹配。
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Abstract    The global main magnetic field model describes the space-time distribution characteristics
of the main magnetic field. The order of the main magnetic field in the model is one of the key issues to

build the main magnetic field model. This paper used Bayesian inference to analyze the global geomag-

netic main field model and compares model orders based on Bayesian evidence. It provided a statistical

perspective for the main field order selection. Using magnetic observations from Swarm satellites, the ev-
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idence for different orders of the main field model was estimated. The results show that order N = 12

has the global best evidence in model from 1 to 20. Referring to the threshold interval given by Jefrrey’s

scale,  the  data  preference  for  order N =  12  is  significantly  better  than  other  orders.  The  experiment

shows that the evidence reasoning of the main magnetic field order can be used to study the main mag-

netic field contribution, and the results match the power spectrum analysis of spherical harmonic of or-

der N = 14.

Key  words    Geomagnetic field, Main field model, Bayesian evidence, Model comparison,

Geomagnetic power spectrum

 0　引言

地磁场是地球重要的固有物理场。地磁场模型

可用于描述已知观测、预估磁场强度，揭示地球磁场

内部机制等研究。构建全球地磁场模型的高斯球谐

分析法（Spherical Harmonic Analysis, SHA）使用阶

数累加的球谐函数来表示地球内源场的两种成分——

主磁场和地壳场。其中低阶项主磁场成分占优，高阶

项地壳场成分占优。低阶项中主磁场对应的最大阶

数称为主磁场阶数。选择合理的主磁场阶数可以更

准确地描述主磁场的贡献，是构建地球主磁场模型的

核心点之一。

主磁场阶数选择的理论依据是地磁场的空间功

率谱。功率谱的拐点是不同物理过程的指示器，意味

着前后两段功率谱对应着不同的物理起源[1]。这是一

种行之有效的选择模型中主磁场阶数的方法，被广泛

应用于地磁场模型的构建。

随着卫星磁测的观测精度与时空均匀覆盖能力

的不断提高以及模型反演能力的不断改进，国际上相

关的研究机构推出了一系列全球地磁场模型，表 1给

出了部分基于 SHA方法的全球地磁场模型，并列出

了其描述的磁场类型及主磁场对应的阶数。全球地

磁场模型的构建需要综合考虑磁测数据精度、预估误

差和主磁场长期变化等因素，模型中主磁场阶数的使

用情况存在差异，可以考虑引入统计方法对主磁场阶

数进行分析。

本文将主磁场阶数不同的全球主磁场模型视为

相互竞争的候选模型。选择合理的主磁场阶数，即从

候选中选择最能真实反应观测数据的模型。由此主

磁场阶数的选择转换为一个模型比较问题，可利用模

型比较的方法进行统计分析和评估。

目前，常用的模型比较准则是赤池信息准则

（Akaike Information Criterion，AIC）和贝叶斯信息

准则（Bayesian Information Criterion，BIC），两者都

是贝叶斯推理中模型贝叶斯证据的近似值[7,8]。贝叶

斯推理是模型比较的前沿方法，已经在物理学问题，

特别在天体物理学和宇宙学中得到了广泛的应用。

Beltran等[9] 利用贝叶斯推理比较了包含等曲率扰动

模态与纯绝热条件（不包括曲率扰动）两种情况下的

宇宙学模型证据，并发现贝叶斯模型的选择倾向于纯

绝热模型。 Trotta[10] 介绍了 Savage-Dickey密度比

来确定两个嵌套模型的贝叶斯证据，进而依据其进行

模型选择。Arregui等[11] 分别基于密度尺度高度三个

参数和磁通管理论反演出两个日冕环内多模谐扭结

振荡模型，然后使用贝叶斯推理来比较两个模型的可

信度。贝叶斯推理也可用于分析天文学中的模型参

量和心理学的假设检验可靠性 [12–15]。当前，贝叶斯推
 

表 1    基于 SHA方法的全球地磁场模型

及其主磁场对应阶数

Table 1    Geomagnetic field model and its
corresponding main field order based

on SHA method

模型名称 磁场类型 主磁场阶数 发布时间

IGRF-13[2] M M: 1～13 2020

CGGM[3]
M M: 1～15 2021

COV-OBS.x2[4] M M: 1～14 2020

CHAOS-7[5] M+L+E M: 1～20 2020

EMM2017 M+L M:1～12 2017

POMME-10 M+L+E M:1～15 2016

CM5[6] M+L M:1～20 2015

WMM2020 M+L M:1～20 2015

注　M代表主磁场，L代表地壳场，E代表外源场。
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理的方法在地磁场模型研究中的应用较为少见。

Swarm卫星的高精度地磁观测量给数据分析和

处理带来了机遇和挑战。与基于地磁空间功率谱的

传统阶数选择方法相比，贝叶斯推理只依赖于观测数

据和模型结构，能够客观地比较数据对不同阶数全球

主磁场模型的偏好程度，给主模型阶数选择提供一种

统计依据。

 1　贝叶斯推理

贝叶斯推理可以量化模型与参数的不确定性，度

量数据对模型的偏好程度，其原理源自贝叶斯定理的

深入[16,17]。

假定提出一种合理的模型，即可通过拟合模型参

数来描述已知的观测数据，模型参数的合理性由参数

后验概率给出。这个概率通过贝叶斯公式展开可得

P (w|D,Hi) =
P (D|w,Hi)P (w|Hi)

P (D|Hi)
. (1)

Hi H

w D

Hi

w Hi P (D|w,Hi)

P (w|Hi)

P (D|Hi)

其中， 代表一个一般化的模型（ 表示一个模型的

理论推测或假设）， 为待拟合的参数向量， 表示数

据集。式（1）左侧是模型 参数向量的后验概率。给

定 和 ，等式右侧 为似然函数，代表模

型产生数据的概率。模型参数的先验 定义

了模型参数较为合理的取值范围。式（1）中分母

为归一化常数，称为边缘似然或贝叶斯证

据。式（1）给出了参数后验概率分布与似然函数、参

数先验和贝叶斯证据之间的计算关系。

P (D|Hi)

w D

P (Hi|D)

在模型拟合的过程中，证据 常常被忽

略，因为其与参数 的选择无关。给定数据集 ，数据

对模型的偏好程度为 ，又称模型后验，可表

示为

P (Hi|D) =
P (D|Hi)P (Hi)

P (D)
. (2)

P (D)归一项 与模型无关，即

P (Hi|D) ∝ P (D|Hi)P (Hi) . (3)

，P (Hi|D) P (D|Hi)

P (Hi) P (Hi)

P (D|Hi)

因此 正比于证据 与模型先验

的乘积。 为模型假设是正确的先验概

率，其表示与数据无关的模型偏好，即推导模型所用

理论的合理性。这里假设不认为存在一个或某些特

定的方法适合于某一类特定问题，即模型与数据的信

息结构无关，那么证据就是决定因素， 可以

等效为数据对模型的偏好。

证据可通过对式（1）进行积分得到，即

Pevidence =P (D|Hi) =w
P (D|w,Hi)P (w|Hi) dw. (4)

式（4）证据的积分需构建模型的似然函数与参数先

验。在实际应用中，证据积分的解析值不可得，可采

用基于蒙特卡洛的采样算法来进行近似估计，如模拟

退火、嵌套采样等。需要注意的是，证据采样算法的

计算代价通常是相当昂贵的，模型复杂度、数据相关

性和数据集大小都将显著地影响证据估计的时间与

收敛情况。

 2　数据集与地磁球谐模型

 2.1　磁测数据集

磁测数据集为构建 CHAOS系列模型所使用的

地磁数据集（以下称为 CHAOS数据集）。CHAOS模

型数据集中近 20年的卫星磁测数据来源于Ørsted，

CHAMP， SAC-C，Cryo-Sat-2和 Swarm。具体地，

Swarm数据使用 MAGX_LR_ 1 B 1 Hz校准数据，

基线 0505/0506，并对 Swarm的 Alpha，Bravo，Char-

lie三颗卫星进行了 1 min的初采样。为避免地磁与

太阳活动对观测数据的干扰，CHAOS数据集应用了

理论完备的筛选准则来获得高质量的磁静期数据[5]。

数据集还包括了由 CHAOS-6 x9模型模拟的非主磁

场贡献修正量，以便于主磁场模型的研究。

 2.2　全球地磁场球谐模型

B

B = ∇V = V int + V ext

在电磁场的准静态近似下，矢量磁场 可以表示

为标量位势的负梯度 。对于地

磁内源场，在地心地固（ECEF）球坐标系中，采用球谐

展开可得到地磁标量位势的解[18]，即

V int =a

N∑
n=1

n∑
m=0

(a
r

)n+1[
gm
n (t) cosmλ+

hm
n (t) sinmλ

]
Pm

n (cosθ) . (5)

a

a = 6371.2 km (r, θ, λ)

Pm
n (cosθ)

gm
n hm

n N

m和n

其 中 ，  代 表 地 球 表 面 的 参 考 半 径 ， 一 般 取

； 表示球坐标下的地心距、余纬

度和经度； 为 Schmidt半规范化关联 Le-

gendre函数； , 为待拟合的球谐系数； 为球谐展

开的最大阶数； 为球谐函数的阶和次。

式（5）可单独或综合表示主磁场与地壳场。在构
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N

V ext

建主磁场模型时， 即为主磁场阶数。CHAOS数据

集中的模拟值可以用来修正观测数据中的地壳场与

外源场 成分。

(X,Y ,Z)

F

地磁场的矢量强度 可以表示为标量位

势的负梯度，地磁标量强度 的参数模型可由矢量强

度三分量得到

F =
√
X2 + Y 2 +Z2 =√
(r
∂V

∂θ
)
2

+

(
− ∂V

rsinθ∂λ

)2

+

(
∂V

∂r

)2

. (6)

 3　主磁场模型证据估计

P (D|w,Hi) P (w|Hi)

式（4）表明，主磁场球谐模型的证据估计是一个

高 维 的 积 分 运 算 。 首 先 需 要 推 导 似 然 函 数

的表达式，然后确定参数先验 。

结合二者可以得到证据积分的解析式，最后使用采样

算法近似估计积分的真实值。

 3.1　地磁标量强度的似然函数

F

F

本文主要使用 CHAOS数据集中的地磁场标量

强度 数据及其观测噪声误差。为推导模型的似然函

数，需构建地磁场标量强度 的噪声模型，有

Fobs = Fmodel + εerror. (7)

Fobs Fmodel

εerror

εerror

其中， 表示实际观测量； 表示模型预测值，其

参数表达可由式（5）和式（6）得到； 为模型的预测

误差，理论的预测误差源于观测时的噪声。在仅关心

主磁场部分时，非主磁场成分同样被视为噪声。

由 3部分噪声组成，即

εerror = eobs + ecrust + eext. (8)

eobs

ecrust eext

式中， 为真实观测噪声，其分布为均值为零且独立

分度的高斯噪声； 为地壳场成分的修正； 为外

源场成分的修正。参照修正值的分布情况（见图 1）可

将其建模为高斯分布，且相互独立（见图 2）。因此有

eobs ∼ N (0, σobs
2) ,

estd ∼ N (ucrust, σstd
2) ,

eext ∼ N (uext, σext
2) . (9)

联合分布为

εerror ∼ N (ucrust + uext, σobs
2 + σcrust

2 + σext
2) . (10)

χ2
D因此，似然统计量 可表示为

χ2
D =

Nobs∑
i=1

[Fobs,i − Fmodel − (ucrust + uext)]
2

σobs,i
2 + σcrust

2 + σext
2 . (11)

i i式中，  表示第   个观测。

似然函数一般采用对数形式，即

− lgLF (Fobs| (r, θ, λ) , A,w) =
Nobs∑
1

1

2
χ2

D +
N

2
lg (2π)+

Nobs∑
1

lgσi +Nobslgσcrust +Nobslgσext. (12)

Nobs其中， 为数据量的总数。

 3.2　球谐系数的先验

当地磁场模型的球谐函数形式确定后, 应给定球

谐系数的先验分布，系数先验会影响模型对可观测量

的预测。最常用的参数先验是零信息先验（Non-

informative Prior），先验在一个区间上为常数，故又
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图 1    观测数据的空间与高度分布

Fig. 1    Spatial and height distribution of observation data
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称为平坦先验，表示对模型的系数没有预先的偏好。

平坦先验等价于均匀分布，即

P (w|A,R) =
∏ 1

di

. (13)

其对数形式为

lgP (w|A,R) = C. (14)

w A

R di

C

di

g0
1

F

式（13）和式（14）中， 为参数向量， 代表模型结构

（Agriculture）， 代表先验的结构形式， 表示宽度，

为一常数。参数先验决定了证据积分运算的参数空

间大小。参数均匀分布的中心点与宽度 可参考

CHAOS和 IGRF等系列模型对应阶次的球谐系数

值，可有效减少参数空间过大或先验区间偏离最佳后

验参数值太远而导致的不必要计算。限制参数 的

先验分布全部位于负区间，可以避免因  开方使系数

出现双根。

 3.3　模型证据

地磁场球谐模型系数的后验分布由如下贝叶斯

定理给出

P (w|N,D,R) =
LF · P (w|N,R)

p (D|N,R)
. (15)

N A R
LF

其中，球谐函数的阶数 代替了模型结构 ， 代表先

验的形式， 为似然函数。代入似然与平坦先验，对

数证据可由积分得到

lgP (D|N) =
w
LF · Cdw. (16)

C忽略常数 ，即在平坦先验下，似然与参数后验等价。

可得如下对数证据的积分解析形式

lgP (D|N) =
w Nobs∑

1

1

2
χ2

D +
Nobs

2
lg (2π)

Nobs∑
1

lgσi+

Nobslgσcrust +Nobslgσextdw.
(17)

σi i uext

ucrust σext σcrust

其中， 对应数据集中的第 个观测噪声的方差。 ，

， ， 对应非主磁场修正值的均值和方差。

由主磁场球谐函数求得的式（17）是一个高维度

的积分运算，其解析解无法计算，需选择合适的采样

算法进近似估计。嵌套采样算法可以对任意的可能

性进行贝叶斯推理和证据估计，并构造模型参数的后

验概率分布。前者可用于模型比较，以衡量模型的预
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FFig. 2    Data histogram distribution and density curve. (a) Geomagnetic scalar intensity  , (b) observed noise

variance, (c) simulation correction of crustal field, (d) simulation correction of external field
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测简约性；后者可用于描述数据的参数约束[19]。嵌套

采样的变体算法如多重嵌套、协同嵌套采样通过多种

方式对嵌套采样算法进行了优化[20,21]。协同嵌套采样

算法能够拟合复杂物理模型的后验分布，并且支持大

数据集和高性能计算应用，可用于准确高效地估计模

型证据[22]。

 4　实验与结果

 4.1　数据选择

F

选择 CHAOS模型数据集中 2014年 1－6月由

Swarm-A星观测的磁场标量强度数据。单颗卫星的

标量强度 有助于减小数据集大小与推理模型的复杂

度，可一定程度上避免证据估计算法收敛不充分和计

算代价昂贵的问题。标量观测数据的空间与高度分

布如图 1所示，具体的选取准则如下。

（1）地球主磁场在长时间尺度上存在缓慢的长期

变化，为避免球谐系数时变性，选用 6个月作为系数

变化的时间节点，在时间覆盖范围内认为磁场模型的

参数与时间无关。

⩾ 55°（2）标量数据的 QD纬度 ，参照 CHAOS系

列模型对标量强度的处理。

（3）选择精度最高的 Swarm-A星的观测数据，由

于 Swarm-A运行在较低的飞行轨道，陆地区域的观

测误差高于非陆地地区。模型证据对观测精度敏

感,为获得统一的高精度磁测，只使用非陆地区域的磁

测数据。

F地磁场标量强度 及其观测噪声方差的直方分布

与密度曲线如图 2（a）（b）所示。真实磁测数据包含了

多种场源的贡献，仅关注主磁场时，应当对主磁场之

外的磁场强度进行处理。非主磁场成分的模拟修正

值的分布如图 2（c）（d）所示。

F

地壳场模拟值的分布为均值在零点的高斯分

布。外源场模拟值的密度曲线可近似为高斯分布。

在观测误差与标量强度 相差 106 的情况下，极小的

模型误差都会导致模型证据趋近于 0，这使得模型比

较变得困难，将模拟修正值建模为噪声可以改善这种

影响（详见 3.1节）。

地壳场与外源场的主磁场修正值的 KDE等高图

如图 3所示，椭圆的轮廓线意味着两类修正值之间相

互独立。

 4.2　证据差异的度量

Zi/Zj

贝叶斯证据表示了数据对模型的偏好程度，可简

单描述为：证据值越大，偏好程度就越强。描述性分

类方案可以用来解释贝叶斯证据之间的差异（一般指

证据的比值 ） [22,23]。在描述类方案中，Jeffrey’s

scale的阈值区间常被用来描述偏好程度差异的强弱

水平[24] （见表 2）。Jeffrey’s scale是对贝叶斯因子的

一种可靠性描述。每当两个模型证据的比值增加一

定的数值时，数据对模型的偏好程度存在差异的判断

就会增强。

 4.3　模型证据结果分析

N ∈ [1 ∼ 20]

N = 12 lgZ12

计算主磁场阶数  的主磁场模型证

据，结果如表 3所示。证据变化趋势如图 4所示。证

据的整体趋势为先单调增加后单调减小，其峰值位于

阶数 ， 为–19973。

N ∈ [1 ∼ 6]

扩大阶数意味着球谐函数的系数数量和复杂程

度的增加。当主磁场阶数  时，模型系数太

少，模型的拟合误差较大，处于欠拟合状态。这时，阶

数增加会让拟合误差迅速减小，因此对数证据的值也
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图 3    地壳场与外源场的主磁场修正值的 KDE等高图

Fig. 3    KDE contour map of the main field correction

value of the crustal field and the external field
 

 

表 2    证据因子差异度量表

Table 2    Evidence factor difference scale

Zi/Zj lb(Zi/Zj) ln(Zi/Zj) lg(Zi/Zj)
Hi

Evidence
against 

1 ∼ 3.2 0 ∼ 1.7 0 ∼ 1.2 0 ∼ 0.5 Weak

3.2 ∼ 10 1.7 ∼ 3.3 1.2 ∼ 2.3 0.5 ∼ 1 Substantial

10 ∼ 100 3.3 ∼ 6.6 2.3 ∼ 4.6 1 ∼ 2 Srtong

> 100 > 6.6 > 4.6 > 2 Decisive
> 1000 > 10 > 7 > 3 Beyond

reasonable
doubt
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N ∈ [7 ∼ 15]

N ∈ [16 ∼ 20]时

迅速增加。阶数  时，拟合模型较为精确，

模型阶数与系数数量也比较合理，对应的模型证据变

化平缓，并出现峰值。当阶数 ，模型

处于过拟合状态，过多的球谐系数将噪声也拟合到模

型中，证据值表现为快速下降。

 5　讨论

 5.1　证据因子

N = 12

lgZ12/Zi

N = 12

阶数 与前后 2个阶数间的对数证据因子

如表 4所示。参照表 2来判断证据差异的强

弱，可以对比得到阶数  的主磁场模型显著优

于其他阶数。同时，由表 4可见，在不同阶数的差异

描述中，证据之间的差异未出现差异性较弱的情况。

这在贝叶斯证据的应用场景中是比较少见的。原因

可能在于磁测数据相对较小的观测误差使得模型阶

数变化对证据的影响比起天文学等物理场景更为显著。

 5.2　主磁场模型的系数后验与功率谱分析

 5.2.1　主磁场系数的后验分布与相关性

N = 3

协同嵌套采样算法在估计证据的同时给出了模

型系数的边缘后验分布。以主磁场阶数 为例，

球谐系数个数为 15，其后验分布如图 5所示。单个系

数的边缘分布均为高斯分布，这符合预期：系数的后

验分布存在一个峰值，对应可能性最大的参数，即系

数的最佳拟合，并以最佳拟合为均值，呈现高斯分

布。高斯分布的宽度即系数的先验范围覆盖了所有

系数取值不为零的点，说明先验的宽度范围可靠。

g0
1 g0

3

g1
1 g1

3 h1
1 h1

3

两个系数之间的 KDE等高图位于对应行列的交

叉。可以观察到，球谐系数 [ (para1),  (para9)],

[ (para2),  (para10)], [ (para3),  (para11)]之间

呈现显著的负相关性。这种相关性在更高阶的模型

系数中仍广泛存在。系数间明显的相关性说明球谐

函数的参数存在冗余。

 5.2.2　主磁场模型系数的功率谱分析

N = 13

N = 13

N = 12 N = 13

N = 12 N = 13

N = 12

图 6给出了由主磁场模型的系数后验（即最佳参

数拟合向量）得到的 14阶地磁场空间功率谱。功率

谱在阶数 处趋势由下降转为上升。功率谱表

明，阶数 处在主磁场与地壳场贡献的功率谱变

化交界处。依据功率谱，主磁场阶数最可能为

或 。考虑模型证据的最大值为阶数

，说明 更偏向于地壳场的贡献，阶数

作为主磁场阶数更为合适。由此可见，证据与

空间功率谱在主磁场阶数分析上有着良好的匹配度，

同时证据可以清晰地分析功率谱拐点阶数的倾向性，

说明了贝叶斯推理作为模型比较方法在地磁场模型

中的可行性。

N = 13

证据与功率谱结合分析的结论与主磁场的常用

阶数 相差不大，产生差异的原因可能在于：

 

表 3    1～20阶主磁场模型的证据

Table 3    Evidence of main field model of order 1～20

N lgZi N lgZi

1 −2236994722 11 −20514

2 −37342005 12 −19973

3 −37552523 13 −20250

4 −1053325 14 −20411

5 −96379 15 −24028

6 −35091 16 −25807

7 −22232 17 −26269

8 −20626 18 −29179

9 −20102 19 −724596

10 −20023 20 −1372094

 

表 4    证据因子度量结果

Table 4    Result of the evidence factor measurement

Order i lg(Z12/Zi) HiEvidence against 

10 725.2 Beyond reasonable
doubt

11 496.7 Beyond reasonable
doubt

13 277.2 Beyond reasonable
doubt

14 438.0 Beyond reasonable
doubt

 

Degree (N)

1 4 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20

(N = 20, lgZ = −1370293)

(N = 1, lgZ = −2236994722)

(N = 4, lgZ = −1053325)

(N = 12, lgZ = −19973)

−20

−22

−24

lgZ

(×103)

E
v
id

en
ce

 v
al

u
e

图 4    证据变化趋势

Fig. 4    Trend of evidence
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（1）数据时空覆盖的影响，仅使用了 6个月的高纬度

标量数据，可考虑增加时间跨度和低纬度矢量观测丰

富数据集；（2）观测误差的影响，模型证据在观测精度

不同的区域会存在差异。

 6　结论

将贝叶斯推理应用于全球主磁场模型中主磁场

阶数问题，给出了一种基于数据驱动的阶数分析的统

计依据。主要结论如下。
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Fig. 5    Posterior distribution of spherical harmonic coefficients of order N=3
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（1）在现有观测精度数据下，12阶的球谐模型具

有全局最佳证据，对主磁场具有最佳拟合优度，即高

于 12阶的球谐模型会增加对噪声的拟合，低于 12阶

的球谐模型会丢失主磁场成分。

（2）地磁场空间功率谱与贝叶斯证据之间有着良

好的匹配度，表明了本文提出的主磁场阶数分析方法

在地磁场模型研究中的可行性。

致谢　本文使用了国家空间科学中心公共技术服务中

心空间科学数据融合计算平台的计算服务。CHAOS系列

模型任务数据由丹麦空间科学中心（https://www.space.

dtu.dk）提供。数据分析环境与应用平台由国家科技资源共

享服务平台–国家空间科学数据中心（https://www.nssdc.
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